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Le but de cet article est de demontrer qu’une transformation conforme dune sphere standarde non- 
parallelisable admet une connexion invariante si et seulement si elle admet une metrique rie- 
mannienne invariante. Pour une sphere standarde de dimension paire cela entraine que l’ensemble 
des transformation conformes n’admettant aucune connexion invariante contient une partie 
ouverte et dense du groupe des transformation conformes. 
Soient M une variett de classe CM, D(M) le groupe de diffeomorphismes 
f : A4 -+ A4 de classe Cm, I’(M) l’ensemble des champs vectoriels de classe C” 
sur M, autrement dit l’ensemble des sections globales de classe C” du fibre 
tangent TM. Pour chaquef E D(M), nous considerons l’application biunivo- 
que 
f* : F(M) - r(M) 
definie pour tout X E I’(M) par 
f*(X) = Tfo Xof-‘. 
Soit v une connexion lineaire’ (qui peut avoir une torsion non nulle) sur le 
fibre tangent de M etf E D(M). Alors il existe une autre connexion vf sur A4 
definie par 
’ C’est l’usage contemporaine comme, par exemple, present& par [3, chapitre III, section 21. Selon la 
terminologie utilisee par C. Ehresmann [2], c’est une connexion infinitesimale lineaire. 
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ou X, Y E I’(M). v est dite invariante par rapport a f E D(M) si vf = v. 
Dune man&e analogue, Ctant donnee une metrique riemannienne G sur M, 
nous pouvons definir une metrique nouvelle Gf par 
d(X, Y) = G(fX,f, Y) of 
ou X, Y E l’(M). G est dite invariante par rapport a f E D(M) si Gf = G. 
f est dite transformation conforme s’il existe une fonction cp : A4 --+ R de 
classe C” non nulle telle que Gf = cpG. Une telle fonction est necessairement 
positive. L’ensemble des transformations conformes d’une variete A4 est un 
groupe qui nous dtsignerons par Con (M). 
Si l’on connait une connexion invariante, l’etude d’un diffeomorphisme de- 
vient naturellement plus facile. (Voir, par exemple [l].) I1 est cependant nature1 
de se demander si tout diffeomorphisme d’une variett dans soi meme admet 
une connexion invariante. 11 ttait surprenant pour moi qu’on pouvait trouver 
contre-exemples abondants sur les spheres standardes. 
Nous notons tout d’abord que la resolution du probleme d’existence d’une 
connexion ou une metrique invariante par rapport a un diffeomorphisme 
f E D(M), ne depend pas de f individuellement, mais depend de la classe de 
conjugaison de f dans D(M). Plus precisement, si les diffeomorphismes f,g 
appartiennent a la mime classe de conjugaison dans D(M), c’est-a-dire, s’il 
existe h E D(M) tel que f = h o g o A-‘, et si f admet une connexion v in- 
variante, on peut aisement demontrer que vh est invariante par rapport a 
g E D(M). Par un raisonnement analogue, si G est une metrique riemannienne 
invariante par rapport a f, Gh est invariante par rapport a g. 
Remarquons immediatement, qu’un f E D(M) admettant une metrique rie- 
mannienne invariante admet aussi une connexion invariante trivialement a 
cause de l’unicite de la connexion de Levi-Civita. 
Dans ce travail nous montrons (Theorbme 2) qu’une transformation con- 
forme de la sphere standarde S”, n # 1,3,7 admet une connexion invariante si 
et seulement si elle admet une metrique riemannienne invariante. 
Soient V un espace vectoriel de dimension n + 2 sur le corps IX, 
q : V x V -+ [w une forme bilineaire, non-dtgtntree de signature (n + l,l). 
Considerons un covecteur t : V --) R temporel par rapport a q dans le sens que 
q est definie positive sur le sous-espace t-‘(O). Pour retomber sur les notions 
concretes nous pouvons regarder V comme l’espace numerique W+2 et definir q 
par 
n+l 





Nous observons en particulier que lim, -_) co x, = 0 dans la topologie naturelle 
de V, si et seulement si lim, + oo t(xn) = 0 et lim, + o3 q(x,, x,) = 0. 
Maintenant on peut definir la sphere Sn de dimension n et la boule fermee 
En+ 1 de dimension n + 1 comme suit : 
S”={xE v~q(x,x)=O,t(x)=l} 
E ?I+’ = {x E v ( q(x,x) I 0, t(x) = 1). 
Pour toute application differentiable y : (-E, E) -+ S” oti E > 0, on a 
q(rm?(o)) = 0, t(?P)) = 0. 
Ceci montre que nous pouvons faire l’identification 
T,S” = (24 E v 1 q(x, 24) = 0, t(u) = 0) 
11 est Claire que la restriction G, de q dans T,S” est dtfinie positive. Le tenseur G 
induit la structure riemannienne canonique sur S”. 
Soit 0( V, q) le groupe des automorphismes de V qui laissent q invariante 
dans le sens que A se trouve dans 0( V, q) si q(Ax, Ay) = q(x, y) pour tout 




44 h(x) = ~ 
t(A(x)) 
pourxg E”+‘etpar 
qui est un diffeomorphisme de classe C”. 
Encore un fois pour une application differentiable y : (--E, E) - S” oii 
E > 0, y(O) = x et q(O) = U, on a 
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TxfA(u) = g _ fA(Y(4) = $1 _t($$y) 
t-o t-o 
A(G)) A(dO)) 
= t(A(-dO))) - t(A(r(0)))2 M?(O) 1). 
Nous concluons 
1 
Txh(u) = ___ 
Mx)) 
A(u) _ t(A(u)) 
---+(x) 
G(x)) 
pour tout x E S” et u E T,S”. 
En particulier on voit aisernent que chaque fA est une transformation con- 












= & 2q(A(u),A(4) - $$q(A(4, A(x)) 
[ 1 Mu)) - to)ShW+W)  ““I;;;~;~“” q(A(x), A(x)) 
= [&I 2q(u, u) = [A] 2~&: u) 
en vertu d’invariance de q par rapport a A et les don&es q(x, x) = q(x, u) = 
q(x, V) = 0. 
Comme f, = f-A, il est Claire que l’application A -+ fA nest pas injective 
dans Co@“). Cependant on sait bien ([4]) qu’elle est surjective et on peut 
identifier Con(M) avec 6( V, q, t) defini par 
6( v, q, t) = {A E 0( v, q) 1 t(x)t(A(x)) 2 0, Vx E V}. 
Lemme 1. Si q(u,u) = q(u, V) = q(v, 21) = 0, alors les vecteurs u, 21 E V sont 
1inPairement dipendants. 
DCmonstration. En choisisant une base {ei}l < i<n+2 telle que q(ei, ei) = 0 pour 
tout i #j, 1 5 i, 5 n + 2, q(ej,c?i) = 1 pour 1 5 i 5 n + 1 et q(e,+2,en+2) = -1 
on a 
n+2 n-+2 
u= c Uiei, ?J = c Viei. 
i=l i=l 
Le cas oti u,,+z = 0 ou v,, +2 = 0 est trivial. Alors nous pourrons supposer que 
un+2 = v,,+2 = 1 et obtenir 
n+l n+l n+l 
C u;= 1, XV' = 1, CUj?Ji = 1. 
i=l i= I i= 1 
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La rtsultat decoule de l’inegalite de Cauchy-Schwarz. 
Lemme 2. Chaque A E 6( V, q, t) admet un vecteurpropre u avec q(u, u) 5 0 qui a 
une valeur propre positive. 
DCmonstration. 11 suffit d’observer que par le thtoreme de Brouwerfa possede 
un point fixe dans En+ ’ . 
ThCorkme 1. Pour chaque A E d( V, q, t), exactement une des assertions suivantes 
est valable : 
(i) A est semi-simple et toutes ses valeurs caracteristiques se trouvent sur le 
cercle-unite. 
(ii) A admet un sous-espace invariant W de codimension 2 sur lequel q est 
definiepositive, tel que W’ est engendrtpar deux vecteurspropres isotropes de A h 
valeurspropres X, X-l oti X > 1. 
DCmonstration. On procede par recurrence sur la dimension de V. On peut 
aisement verifier que le theoreme est vrai pour n = 0. Supposons-le verifie pour 
1 5 k 5 n - 1 et montrons qu’il est vrai pour n. 
Nous savons, par Lemme 2 que A a un vecteur propre e avec q(e, e) 5 0 qui a 
une valeur propre positive X. 
Cas A : q(e, e) < 0. Dans ce cas 
X2q(e, e) = q(k xe) = @f(e), A(e)) = q(e, e) # 0. 
Nous concluons X = 1, c’est-d-dire A(e) = e. Alors, V = (e) 63 (e)‘. 
Pour conclure que l’alternative (i) est valable dans ce cas, il suffit d’observer 
que q doit etre definie positive sur le sous-espace (e)’ qui est invariant par 
rapport a A. 
Cas B : q(e, e) = 0.11 faut considerer deux alternatives :
(Bl) X # 1. Comme dimu( V/(e)‘) = 1, il existe p E R tel que A(x) - 
px E (e)” pour tout x E V. Pour un y E V - (e)’ quelconque nous avons 
I-Lq(y, e) = q(lLy, e) = q@(y), e) = q(y, A-‘(e)) = A-‘&, e). 
Comme q(y, e) # 0 il suit p = X-‘. Alors A(x) - X1x E (e)’ pour tout x E V. 
D’autre part nous notons que X-’ ne peut &tre une valeur propre de A(+)L. 
Sinon Aw = X-‘w pour un w E (e)’ et il suit que q(w, w) = q(A(w), A(w)) = 
X2q(w, w). Alors q(w, w) = 0 qui est impossible d’apres q(e, w) = 0 et Lemme 1. 
Par suite; pour un y E V - (e)’ quelconque il existe z E (e)’ tel que, 
A(z) - X-‘z = A(y) - X-‘y E (e)’ 
En posantf = z - y nous trouvons 
A(f) = X-‘j- 
Encore un fois q(f, f) = 0 et par Lemme 1 nous obtenons q(e, f) # 0. Soient 
u = e +f, w = e -f. Nous verrons que q(u, u)q(w, w) < 0 et q(u, w) = 0. En 
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consequence q est definie positive sur W = (u, v)‘. Comme W’ = (u, v), nous 
n’avons que l’alternative (ii). 
(B2) X = 1 Dans ce cas, e E ker(A -I). Si ker(A -I) # (e), il existe 
f E ker(A - I) independant de e avec Af = f. Si q(L f) < 0, alors on se trouve 
dans le cas A. Si q(A f) > 0 on voit aisement que t](fjl est un covecteur tem- 
pore1 et 
En appliquant I’hypothese de recurrence nous verrons que A](,)1 et par con- 
sequent A remplissent (ii). Si q(A f) = 0, nous avons q(e, f) # 0 par Lemme 1. 
Encore nous posons u = e +f, u = e -f et notons que q(u, u)q(v, U) < 0 et 
q(u, w) = 0. Alors q est dtfinie positive sur (u, w)‘. Done A obtit (ii). 
11 reste de traiter le cas (e) = ker(A - 1) C (e)’ : Soit cp(x) E R[x] le poly- 
n6me minimal de A 1 (cjl. Nous avons p(x) = (x - l)g(x) ou g(x) n’est pas divi- 
sible par x - 1 dans R[x]. Autrement dit, g( 1) # 1. Par consequent 
(e)’ = (e) @ W 
oti W = ker(g(A(l,jl)). S ‘i existe 2.4 E W tel que q(u, U) = 0 pour tout 21 E W, 1 
nous avons en particulier q(u, u) = 0, q(e, u) = 0 qui est impossible par lemme 
1. Nous concluons que q est non degentree sur W. Par suite 
et q doit etre definie positive sur WI. 11 en resulte par application de l’hypo- 
these de recurrence que A 1 w et par consequent A remplissent une des alter- 
natives (i) ou (ii). 
ThCorlme 2. Pour une transformation conforme f = fA de S”, n # 1,3, I les 
assertions uivantes ont kquivalentes : 
(i) f admet une connexion invariante. 
(ii) f admet une mPtrique riemannienne invariante. 
(iii) A appartient h un sous-groupe compact de d( V, q, t). 
(iv) A est semi-simple t toutes ses valeurs caracthistiques e trouvent sur le 
cercle-unit&. 
DCmonstration. L’implication (ii) ==+ (i) est triviale. On deduit (ii) de (iii) en 
prenant la moyenne dune metrique riemannienne quelconque de S” sur le 
sous-groupe donnt. Enfin (iii) suit de (iv) par le raisonnement simple suivant : 
&ant semi-simple, A est diagonalisable sur C. De plus les valeurs carac- 
teristiques de A avaient module 1. En consequence A @R C admet une forme 
quadratique hermitienne invariante dans V @n C. 11 en resulte classiquement 
que A admet une forme quadratique r definie positive dans V. Par suite 
A E ~(V,q,WWV)q ui est un sous-groupe compact. 
Le seul point qui reste a montrer est (iv) =+ (i) : 11 suffit de prouver que pour 
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une A E 6( V, q, t) pour laquelle f = fA E Con(V) admet une connexion in- 
variante, l’alternative (ii) de Theoreme 2 ne se presente pas si n # 1,3,7. 
Supposons que f admette une connexion invariante ‘17 ayant le tenseur de 
courbure R = R,. hvidemment R est invariant par rapport a f dans le sens que 
R( fJ, f* Y, f*Z> = fX(X> Y, z) 
pour tout X, Y, Z E I’(F), autrement dit 
Rf(x)(Gf (u), Txf (u), T,f (w)) = T,f (Rx(u, v,w)) 
pour tout x E S” et U, U, w E 7’S”. Soit 11 uIIX la norme induite par la produit 
scalaire G, dans T,S”. 
Supposons de plus que A obeit a l’alternative (ii) de Thtorbme 2. C’est-a-dire, 
il existe e, f E V avec q(e, e) = q(f, f) = 0 et q(e, f) # 0 tels que Ae = Xe, 
Af = A-‘f, oti X # 1 et q est dtfinie positive sur (e, f)‘. Sans restreindre la 
generalite nous supposons X > 1 et e, f E S”. Autrement dit t(e) = t(f) = 1. 
L’ensemble A = Sn n (V - (f)‘) est dense dans S” et tout y E A peut etre ecrit 




Pour tout entier n 2 0, nous avons 





c, = t@"(y)) = aA” + pr + yt(P(j)). 
Comme l’ensemble K = {z E (e, f)‘l q(z, z) = q(j, j)} est compact, la suite 
t(A”(j)) est born&e et lim, _ oc C,, = 00.11 en resulte pour tout y E A que 
t(f”(y) - e) = 0 
et nlimwq(fn(y) - e, f”(y) - e) = 0 nous concluons que lim, + oof”(y) = e 
pour tout y E A 2 S”. 
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D’autre part 
= C, II Rx Ilx 
D’oti 
II Rx IL = c2 II Rfqx, IIf+) 
pour tout x E S”. En faisant n tendre vers l’infini, on obtient pour tout 
XEAGS” 
II Rx IL = n@m Ci2 II Rp(4 llp(x) = 0 . II & IL = 0 
Nous concluons que R, = 0 pour tout x E A c S”. Par continuite, R E 0. Mais 
S” etant simplement connexe, cela entraine (voir, par exemple, [3, Chapitre II, 
Section 9, Theoreme 9.1, Corollaire 9.21) la parallelisabilite de S”. Comme S” 
n’est pas parallelisable sauf pour IZ = 1,3,7 il suit que l’alternative (i) de ThCo- 
r&me 1 ne se presente pas. 
Corollaire. Si n est paire, l’ensemble des transformations conformes de S” qui 
nhdmettent aucune connexion invariante, contient unepartie ouverte et dense de 
Con(M). 
DCmonstration. Pour qu’une transformation conforme f = fA E Con(S”) ad- 
mette une connexion invariante, il est necessaire par les theoremes 1 et 2 que 
A E 6( V, q, t) ait 1 comme une valeur propre. Cela entraine que A se trouve 
dans la sous-variete alglbrique de d( V, q, t) definie par det(A - I) = 0. Cette 
sous-variett a codimension non nulle si n est paire. 
Sous sa forme originelle, ce travail avait CtC consacre seulement au cas par- 
ticulier des transformation conformes de S2. Je tiens a exprimer mes remercie- 
ments vifs au referee qui m’a non seulement signale la possibilite de la genera- 
lisation aux dimensions arbitraires mais aussi continue son aide genereuse n 
suppleant les directions fort detaillees pour les demonstrations. C’est a lui aussi 
que je dois la variante correcte du corollaire final. 
Mes remerciements vont aussi d M. Fahrettin Baturer de Da&a pour d’utiles 
conversations et de bons conseils. 
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